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1. Se considarmultimea G :{XD@* | x=a’ +b?, a,bDQ} . Aratati ca operaia de inmuiire a
numerelor raonale determié peG o structusi de grup abelian.

*k*

Solugie. Oricare ar fi elementelg, y0G avemx, yOQ' si x=a’+b? y=c’+d?cuab,cdlQ.
Evidentxy Q' si xy =(ac+bd)’+(ad -bc)*, adic xyOG .
Inmultirea numerelor ngonale este asociatiwi comutatii, iar G 0 Q, prin urmare opeti “L”
este asociativsi comutativa pe G .
1=2+ 0 = 10G, deci 1 este element neutru(i, ).
Fie x=a”+b”*0G. Cautim un elementy =c*+d*0G astfel incatxy =1. Rezolvand, de
ac+bd =1 b 1

exemplu, sistem oktinemc=———0Q, d=———0Q si ¢?+d*=———#0.
ad-bc=0 a’ b a’+b? a’+b?

2 2
Rezulti ca orice elemenix=a’ +b*0G este inversabil cx™ = % + % 0G.
a“+b a’+b

In concluzie(G, [ este grup abelian.

Barem.

x,yUG = xyUG 2p
Operaia “L ” este asociativsi comutatii pe G 1p
1 este element neutru (&, L) 1p
Orice elementx =a”+b” G este inversabil 2p
Finalizare 1p

2. Demonstra ca orice element inversabil din inel(sz, [)] este puterea a 2017-a a unui element

inversabil dinZ .
Mihai Piticari, Viadimir Cerbu

2017

Solufie. Avem de demonstraticOyOU (Z,g,s) IXOU (Z o) astfel incaty = x
f:U(Zy016) = U (Z poae), T (X) =% este surjectis.
DeoarecdJ (Z,y,,) este muime finita, este suficientisdemonstim ci f este injectii.

Fie X, yOU (Z o) cu f(x) = f(y). Avem x**" = y**" = (xy‘ 1)2017=1 - ord(xy‘]) 12017 (1

, adia funaia



Dar ordinul unui element divide ordinul grupuluied ord(xy‘l) /ord(U (Zzom)):¢( 201§. Cum

2016= 20307= ¢( 201p= 52123][6 4_%)( —1%)( —1%): *21?, deciord(xy*) /2B (3.

Deoarece 201§ 2°[F sunt prime intre ele, din reige (1) si (2) deducem ord(xy‘l) =1, iar de

aici rezulti ca xy* =1, adiai x=y. In concluzief este injectiy.

Barem.

Scrie cerima sub forma “ funga f :U (Z ,y,6) — U (Z 0,9, T (X) = X***" este surjectiy” 2p
U (Z,46) este muime finita, deci f surjectii = f injectiva 1p
Stabileste relaia (1) 1p
Stabilete relaia (2) 2p
Finalizare 1p

3. Calculai jozln(1+tgx) dx .

* %%
sinx
COSX

Avem sinx+ coX= Sirx+ sirﬁl—r—xJ: 2sik C({S(—]—TJ:\/_ ZC(Og—X) =
2 4 4 4
In(sinx+ cosx) = IV 2+ Ir{ coE%—xD si atunci
I()Zln(1+ tgx)dxzj'oz Inx/_de+J'071 In( co{%—dex—jo“ I( cox)adx ()

Cu schimbarea de variabit = IZT— X ohtinem

jozm (COS(IZT—XD dx=j§ In( cos) [{— )t =I()Z If cogdt :joz Io cog dx si Tnlocuind in relga (2)

Solugie, Eln(lﬂgx)dx:joz In(1+ jdx:jo“ In( sinx + cos<)dx—j;1 If cos)dx ()

T

n n 2
rezulti I4In(1+ tgx) dx=J'4 Inv/2dx = x In\/_Z‘ =FinZ

0 0 0
Barem.
Stabileste relaia (1) 1p
Obhtine sinx+ cosx =J2 coég—xj 2p
Stabilete relaia (2) 1p

jozln (cos(%—xjj dx=J'0Z In( cos) dx 2p

Finalizare 1p




4. Fiea>0si f:[0,a] ~ R o fungie derivabii cu proprietateaic f (0) = f (a)=1. Fie | = [ f (x)dx.
0

2
Daai |f'(x)|<1, Ox0(0,a) sise demonstrezeidl —a| s%.
Anca Andrei
Solugie.
Consideim x(0,a) si aplicim terema lui Lagrange futiei f pe intervaleld0,x], [x,a].
Deci [, 0(0,x), [t,0(x,a) astfel incatf (x)=1+xf '(¢,) si f(x)=1+(x-a)f'(c,). Rezult ca
avem reldile:
(1) 1-x< f (x)<1+x, OxJ(0,a)
(2) 1+x-as< f(x)<1-x+a, Ox0(0,a)
Deoarecef este continiirezulti ca inegalititile (1) si (2) au loc pentridx[0,a] .

Din i f (t)dt :JX' f (t)dt+T f (t)dt si din relaiile (1), (2) avem &

0 X

O e X
O ey %

(1—t)dt+f(1+t—a)dt sfoa f(t)dt < (1+t)dt+J'(1—t+a)dt, iar de aici ofinem

2 2 2 2 2 2

X a® x X a’ x
x-—+a-x-a(a-x)+—-—<l <x+—+a-x+a(a-x)-—+= =
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 a 2 2 a
X" +atax—-—<Isx+ta-ax+— = X +tax—-—<l|-asx —ax+?
a’ a’
Deoarecexz—ax+?20 , OXOR si DaOR varezulta g || —ajsxz—ax+7.
2
Dar x(x-a) <0, Ox0[0,a] si prin urmare]| —a|s%.
Barem.
Obtine inegalititile (1) si (2) Ox0[0,a] 2p
[(a-t)dt+[(1+t-a)dt< [ f(t)dt< [(1+t)dt+[(1-t+a)de 1p
0 X 0 X
a’ a’®
Demonstreax —x2+ax—7sl -as< x2—ax+E 3p
Finalizare 1p
Nota:

Orice alta solugie corecta se va puncta corespunzator.



